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１ はじめに
ファイナンスの計量分析においては，ボラティリティは日々確率的に
変動するという考え方が有力となってきており，このようなボラティリ
ティの変動を明示的に定式化するボラティリティ変動モデルが注目を集
めてきた。ボラティリティ変動モデルの代表的なものは，GARCHモデ
ルであり，Engle（１９８２）によって提案されたARCH（autoregressive con-
ditional heteroskedasticity）モデルがその最初である。Engle（１９８２）
ではARCHモデルをインフレーションの分析に用いているが，以降は金
融時系列の分析に用いられるようになった。その後，Bollerslev（１９８６）
によってARCHモデルを一般化したGARCH（generalized ARCH）モデ
ルが提案された。GARCHモデルは最尤法によって簡単に推定できるた
め，資産価格に関する分析の多くに利用されてきた。たとえば，Tsay
（２０１０）あるいはFrancq and Zakoian（２０１０）にGARCHモデルの詳し
い解説がある。また，邦文では渡部（２０００）を参照されたい。
一方，株式市場では、株価が上がった日の翌日よりも下がった日の翌
日の方がボラティリティがより上昇する傾向があることが古くから知ら
れており，GARCHモデルではこうしたボラティリティ変動の非対称性
を捉えられない。このような現象を考慮に入れたモデルとして，Nel-
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son（１９９１）によって提案されたEGARCH（exponential GARCH）モデ
ルがあり，本稿ではこのEGARCHモデルをとりあげる。
本稿の構成は下記の通りである。まず，次節においてGARCHモデル
とEGARCHモデルについてモデルの説明を行う。３節では実際の
TOPIXのデータを用いてGARCHモデルおよびEGARCHモデルの推定
を行い，AICによりモデル選択を行い，各モデルのあてはまりを検討す
る。そして，４節では３節で実際のデータから推定されたパラメータの
値を元に，正規分布とt分布の誤差項をもつEGARCHモデルのシミュ
レーションを行う。ここではこれまで得られている漸近理論の結果や
モーメントの性質についても調べている。５節には本稿のまとめを行う。
２ モデルについて
まず，対数収益率をrtとし，Xt＝rt－μを時点tにおけるイノベーション
とする。Bollerslev（１９８６）によるGARCH（m, s）モデルは，
Xt＝σtZt 
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となる。ここで｛Zt｝はiidな確率変数列であり，平均０，分散１の正規
分布またはt分布に従う。α０＞０，αi＞－０，βi＞－０，Σ
max（m,s）
i＝１ （αi＋βi）＜１
であり，最後の条件はαの非条件付き分散が有限であることを示してい
る。
GARCHモデルはボラティリティ変動モデルとしてすぐれているが，
株式市場において株価が上がった翌日より下がった翌日の方がボラティ
リティがより上昇するという特徴を捉えることはできない。そこで，こ
のような傾向をとらえるため，Nelson（１９９１）によるEGARCHモデル
をとりあげる。EGARCH（１，１）モデルによると，ボラティリティは，
logσ２t＝α＋βlogσ２t－１＋γZt－１＋δ｜Zt－１｜ 
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と書ける。ここで，α∈R，｜β｜＜１である。ボラティリティをこのよ
うに書くことで，株式市場におけるボラティリティの非対称性をとらえ
ることができる。第４節では，このEGARCHモデルを用いてシミュ
レーションを行い，EGARCHモデルの最尤法による推定のパフォーマ
ンスを測る。
なお，GARCHタイプのモデルの推定にはQMLE（準最尤推定法）を
用いる。たとえば，｛Zt｝に標準正規分布N（０，１）を仮定したときの
GARCH（１，１）モデルあるいはEGARCH（１，１）モデルの対数尤
度は，
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に，それぞれ，を代入したものを用いる。一方，｛Zt｝に自由度νの
標準化されたt分布を仮定したときのGARCH（１，１）モデルあるいは
EGARCH（１，１）モデルの対数尤度は，
logL＝－T－１
２
log｛ Γ（
ν＋１
２ ）

π（ν－２）Γ（ν２）｝－ν＋１２ nΣt＝２log（１＋ X２t（ν－２）σ２t）

に，それぞれ，を代入したものを用いる。
また，EGARCHモデルを発展させたものとしてBollerslev and Mik-
kelsen （１９９６）によるFIEGARCHモデルがある。FIEGARCHモデルは
ボラティリティに長期記憶性を仮定したものであり，次のようなモデル
に拡張される。
（１－βL）（１－L）d｛ln（σ２t）－α｝＝（１－ψL）g（Zt－１） 
g（Zt－１）＝γZt－１＋δ｜Zt－１｜ 
Lはラグオペレータを表し，Lixt＝xt－i（i＝０，１，…）である。実数
差分の（１－L）dは次のように表せる。
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（１－L）d＝１＋
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実際の推定は，
logσ２t＝α＋（１－L）－d（１－βL）－１（１－ψL）g（Zt－１） 	
の式を求め，logσ２tの指数関数をとったσ２tを式に代入することにより
行う。なお	式の右辺第２項は，（１－L）－d（１－βL）－１（１－ψL）＝ψ＊
（L）＝Σ∞j＝０ψ＊j Ljの展開式から求められる。FIEGARCHモデルの推定にあ
たってはTaylor（２０００）も参照されたい。さらに，Bollerslev and Mik-
kelsen（１９９６）によれば，d＝０であれば式はEGARCHモデルとなり，
d＝１であればIntegrated EGARCHモデルになる。なお，実数差分
（fractional difference）はHosking（１９８１）によって導入されたもので
あるが長記憶過程と関連が深い。長記憶過程については邦文では矢島
（２００３）を参照されたい。
３ 実際のデータによるモデルの推定
まず，GARCH，EGARCH，FIEGARCHの３つのモデルを用いて実
際のデータによるモデルの推定を行う。推定に用いたデータは，
TOPIXの２００６年１月から２００８年６月までの日次データの対数収益率で，
データ数は６１４である。リーマンショックの影響は含まれない範囲を選
択した。各モデルにつき複数の次数について推定し，推定結果のAICを
比較し，推定のパフォーマンスを検討する。
調査対象期間の実際のTOPIXとその対数収益率の推移はFigure１の
ようになっている。
推定結果はTable１のようになった。括弧で囲われた数値は標準誤差
である。各モデルの推定結果のAICを比較すると，EGARCH （１，１）
モデルの推定結果が比較的良いパフォーマンスを示していることがわか
る。GARCHモデルの場合は，特にGARCH（１，１）モデルがEGARCH
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（１，０）やEGARCH（０，１）よりも低いAICを示している。誤差
項に正規分布とt分布を仮定した場合では，t分布を仮定した場合の方が
低いAICを示した。最もAICが低かったのはFIEGARCH（０，d，０）
モデルであった。渡部（２０００）によると，１９９０年１月４日から１９９７年４
月１０日までのTOPIX日次リターンのボラティリティ変動を表すモデル
としてEGARCHモデルが適していることが示されているが，今回の
データ範囲でも同様の結果が得られた。最もAICの低かったモデルは
FIEGARCHモデルであるが，FIEGARCHモデルの分析は別の機会に譲
ることとし，次節ではEGARCH（１，１）モデルによるシミュレーショ
ン分析を行い，このモデルについていくつかの考察を加えることとする。
４ シミュレーション
前節の結果を受けて，ここからはEGARCH（１，１）のシミュレー
Figure１：TOPIXの２００６年１月から２００８年６月までの日次データとその対数収
益率
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Table１：各モデルの推定結果
モ デ ル μ α０ α１ α２ β１ β２ ν AIC
GARCH（１，０） －０．００９５６６１ １．５０８５ ０．２２３０６ ― ― ― ― ２，１２４．０２
正規分布 （０．０５３６６４） （０．１１９４２）（０．０６６４４３） ― ― ― ― ―
GARCH（０，１） －０．０３６７６９ ２．１５４０ ― ― －０．１１９９４ ― ― ２，１４８．４２
正規分布 （０．０５６１１４） （２．４９２４） ― ― （１．２９７９） ― ― ―
GARCH（１，１） －０．００３５１１９ ０．０４４４３１ ０．０８８４０４ ― ０．８８９６３ ― ― ２，０６１．９１
正規分布 （０．０４７２３１）（０．０２１５８７）（０．２１９３３） ― （０．０２７６５４） ― ― ―
GARCH（２，１） －０．００３２６７４ ０．０４３２６０ ０．０９１００９ －０．００５７５６４ ０．８９２４４ ― ― ２，０６３．８７
正規分布 （０．０４７２８５）（０．０２０２４９）（０．０２２６５７）（０．０１２９２７）（０．０２６９６８） ― ― ―
GARCH（１，２） －０．００３５７３１ ０．０４３９５９ ０．０８４４１１ ― ０．９００５２ －０．００８４８３９ ― ２，０６３．６８
正規分布 （０．０４７２３９）（０．０２００７０）（０．０２１８４７） ― （０．０２７６４８）（０．０１２９２８） ― ―
GARCH（２，２） －０．００６５１１０ ０．０４３６４９ ０．０３８４２７ ０．０４９６４７ ０．９４８７２ －０．０６００７５ ― ２，０６４．９５
正規分布 （０．０４６８５９）（０．０１９７５９）（０．０５０３７３）（０．０５３０６２）（０．０５４３３３）（０．０５５７９６） ― ―
GARCH（１，０） ０．０１１６４８ １．５７７９ ０．１９０９３ ― ― ― ７．４５８８ ２，１１１．７２
t分布 （０．０５１８６４） （０．１５７５１）（０．０７１７９４） ― ― ― （２．４４８６） ―
GARCH（０，１） ０．０１００８０ ２．５６７７ ― ― －０．３０４５３ ― ５．９５６２ ２，１２５．２７
t分布 （０．０５２９２１） （２．３４９３） ― ― （１．１８７７） ― （１．５４６８） ―
GARCH（１，１） ０．０１９０４４ ０．０５８５５２ ０．１０７８８ －０．８６６５５ ― １１．１９７ ２，０６０．４
t分布 （０．０４７４６９）（０．０２７６０３）（０．２５７２６） ― （０．０３０６２２） ― （４．８９１８） ―
GARCH（２，１） ０．０２４３０５ ０．０８５３６６ ０．０４７０５０ ０．０８１３８４ ０．８３２４４ ― １０．８４７ ２，０６３．５６
t分布 （０．０４７３０１）（０．０３３５７１）（０．０４６２５１）（０．０５４７８６）（０．０３８８４５） ― （４．５６６８） ―
GARCH（１，２） ０．０２６０５９ ０．１２２６２ ０．１５９７６ ― ０．３０６７４ ０．４７４９７ １１．７９１ ２，０６５．７５
t分布 （０．０４７９３６）（０．０４８８６２）（０．０４５１７９） ― （０．２９５９９） （０．２６１１１） （５．５３９９） ―
GARCH（２，２） ０．０２２５５２ ０．０６８９５３ ０．０２８４００ ０．０７１５１６ １．１６６４ －０．２９７９８ １０．７９２ ２，０６４．７２
t分布 （０．０４７１２３）（０．０３０４６５）（０．０４０１１５）（０．０４９８５５） （０．２８４５５） （０．２５０９２） （４．４６７９） ―
モ デ ル μ α β γ δ ν ― AIC
EGARCH（１，０） －０．０２３７２１ ０．３９０９９ ― －０．１６４３１ ０．２８３９９ ― ― ２，１２１．５
正規分布 （０．０５３２６９）（０．０８１５４３） ― （０．０５４６１９）（０．０７６４６２） ― ― ―
EGARCH（０，１） －０．０３６６５７ ０．８４４６７ －０．２９１２５ ― ― ― ― ２，１４８．４１
正規分布 （０．０５５９９４） （０．９５２３３） （１．４５４２） ― ― ― ― ―
EGARCH（１，１） －０．０６３６７５ －０．０５００４７ ０．９５２４１ －０．１５８３８ ０．０９４１９１ ― ― ２，０２９．０１
正規分布 （０．０４６２６２）（０．０２３８４２）（０．０１４７５３） （０．３００８５） （０．０３１３０７） ― ― ―
EGARCH（１，０） ０．００２１１０８ ０．４４７８８ ― －０．２１１５８ ０．２３０７０ ６．９５６３ ― ２，１０９．１３
t分布 （０．０５１５０１） （０．１０９９６） ― （０．０６９３８９）（０．０９４０３０） （２．１４８６） ― ―
EGARCH（０，１） ０．０１１７９８ ０．７５０４３ －０．１０８４８ ― ― ５．９４９３ ― ２，１２６．９５
t分布 （０．０５３００６） （２．４２４４） （３．５９４６） ― ― （１．５４６３） ― ―
EGARCH（１，１） －０．０３１２４３ －０．０５３５８６ ０．９６７９５ －０．１５５８４ ０．０８４３１７ １５．６６６ ― ２，０２６．２
t分布 （０．０４７０８１）（０．０２３７７２）（０．０１３８７７）（０．０２９６２５）（０．０３２４５７） （８．１９７１） ― ―
モ デ ル μ α β γ δ ψ fractional d AIC
FIEGARCH（０，d，０） －０．０３３２５６ ０．１６０１０ ― －０．３２６６５ ０．００６７６８０ ― ０．６２２３２ ２，０１３．９５
正規分布 （０．０４０９３７） （０．１６０４９） ― （０．０５１１７４）（０．０１７３６６） ― （０．０４７７３９） ―
FIEGARCH（０，d，１） －０．０３５５６１ ０．１５６１９ ― －０．３２０５０ ０．００７８６０１ －０．０４７８４３ ０．６１２２５ ２，０１５．９１
正規分布 （０．０４２４１５） （０．１６２９８） ― （０．０５９９２３）（０．０１７８９３） （０．２４１６５） （０．０６８３１０） ―
FIEGARCH（１，d，０） －０．０３８２２７ ０．２４２６７ ０．０４４９８８ －０．３２０５７ ０．００７０９７２ ― ０．６１３０６ ２，０１６．４１
正規分布 （０．０４２７６０） （０．１６０２７）（０．２３２４７） （０．０５９８８３）（０．０１７８３９） ― （０．０７１９７０） ―
FIEGARCH（１，d，１） －０．０３５９６３ ０．１５５８０ ０．１０２９５ －０．３２０１６ ０．００８０５５１ ０．０５５２８３ ０．６１０７８ ２，０１７．９
正規分布 （０．０４３０１５） （０．１６３３０） （１．６４２２） （０．０６００００）（０．０１８２１８） （１．７０６４） （０．０７３０７７） ―
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ションを行い，データを発生させて最尤法により推定を行う。その後，
分散や尖度の理論値とシミュレーションデータの比較等を行う。Deb
（１９９６）によると，有限な標本サイズに対するEGARCH（１，１）モ
デルの最尤推定では，βとδの推定値に下方のバイアスが存在すること
が示されている。バイアスは標本サイズの増加とともに減少するがβの
バイアスの減少速度はゆっくりであることも示されている。本稿では２
種類のデータサイズに対してシミュレーションを行い，バイアスおよび
RMSEの比較を行う。また，誤差項には正規分布とt分布を仮定して検
証を行う。
４．１ EGARCH（１，１）モデルの推定値のシミュレーション
EGARCH（１，１）モデルのシミュレーションを行う際のパラメー
タの母数については，まずはDeb（１９９６）がシミュレーションを行った
値を参考にし，近い値を選択した。αについては（－０．４，－１．１），βに
ついては（－０．４，０．４），γについては（－０．３，０．３，０．６，－０．６），δ
については（０．５，０．９）の値でデータを発生させ，そのすべての組み合
わせについて検証を行った。次に，実際のデータを推定したときのパラ
メータの推定結果の値についても加えてシミュレーションを行った。推
定結果の値は，正規分布の場合はα＝－０．０５，β＝０．９５，γ＝－０．１６，
δ＝０．０９，t分布の場合はα＝－０．０５，β＝０．９７，γ＝－０．１６，δ＝０．０８，
ν＝１６である。t分布のシミュレーションについてはDeb（１９９６）に準じ
た値の時はν＝９と設定し，実際のデータを推定したときのパラメータ
の推定値を当てはめた時には推定値に合わせてν＝１６とした。データの
標本サイズは１００と３００，繰り返しの回数は８０回，｛Zt｝には標準正規分
布とt分布を仮定している。シミュレーションの結果はTable２～５のよ
うになった。
Table２～５の結果によると，推定値やRMSEについては，全体的に
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n＝３００のときの方がバイアスが小さく，RMSEも小さくなっている。β
に着目すると，母数と推定値の絶対値を比較した場合，推定値の方が小
さくなっており，絶対値にして下方のバイアスが存在する。その傾向は
n＝１００のときに顕著である。n＝３００になるとバイアスは改善されるが，
依然として絶対値にして下方へのバイアスが存在している。δについて
も同じような傾向がみられる。αにも多少のバイアスが見られるが，そ
の大きさはβやδほど大きくはない。γの推定値は最も安定しているよう
に見える。そしてこのような傾向は誤差項に正規分布を仮定した場合と
t分布を仮定した場合の両方に同じように観察された。
EGARCH（１，１）モデルのパラメータの推定値について，推定値
の分布をヒストグラムに示すとFigure２，３のようになる。Figure２，３
ともにパラメータの母数は （α，β，γ，δ）＝（－０．４，０．４，－０．３，０．５）
の場合であり，t分布の自由度はν＝９としている。標本サイズはn＝６００
とし，ヒストグラム作成のため繰り返し回数を１，０００回とした。
ヒストグラムをみると，γの推定値はほぼ真の値付近に分布していて
正規分布に近い形を示しているのに対し，βの推定値は幅広くばらつい
て分布に歪みがみられるなど，パラメータごとに違いが見受けられる。
これらの違いが推定値のバイアスを生じさせている原因と考えられる。
４．２ 標本標準偏差と漸近標準偏差
GARCHモデルに対する漸近理論の研究はしばらくは現れなかったが，
Lee and Hansen（１９９４）がGARCH（１，１）に対する漸近理論を構築
したのを皮切りに，GARCHモデルの漸近理論に対する研究が進展した。
こうした研究をまとめているものにStraumann（２００５）がある。これに
はStraumann and Mikosch（２００６）の結果も含んでいる。Straumann
（２００５）によれば，GARCH型モデルのパラメータの漸近共分散行列は，
h＾t（θ＾n）を条件付き分散，残差を Z＾（n）t ＝Xt／（h＾t（θ＾n））１／２とした場合，
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Figure２：正規分布 n＝１，０００
Figure３：t分布 ν＝９，n＝１，０００
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によって求められることが示されている。t分布の場合は h＾（θ＾n）に
式の指数をとったものを代入すればよい。この式を使って，実際に標本
標準偏差と漸近標準偏差を比べてみたものがTable６，７である。パラ
メータの母数については（α，β，γ，δ）＝（－０．４，０．４，－０．３，０．５）
と（α，β，γ，δ）＝（－０．０５，０．９７，－０．１６，０．０８）の２種類を採用し
た。また，αについて詳しく調べたものがTable８である。母数はα＝
（－０．４，－０．０５）とし，t分布の自由度は，Table６，７についてはν＝（５，
９，１６），Table８についてはν＝（５，９，１６，１００）の場合について検
証した。なお，繰り返し回数はTable６，７，８全て８０回である。
Table６～８をみると，標本標準偏差は発生させたデータサイズが大き
くなるにつれ小さくなっており，推定の精度が上がっていることがうか
がえる。しかしながら理論値との隔たりが存在し，標本サイズを大きく
すれば偏差は減少するという傾向は同じであるが，（α，β，γ，δ）＝
（－０．４，０．４，－０．３，０．５）のときは漸近標準偏差の方が小さくなり，
（α，β，γ，δ）＝（－０．０５，０．９７，－０．１６，０．０８）のときは漸近標準偏
差の方が大きくなった。この隔たりは標本サイズの増加とともに小さく
なるが，依然として差異は生じる。これらのことより，理論値の計算方
法が完全でないか，もしくは標本サイズまたは繰り返し数を増やす必要
があると考えられる。
４．３ EGARCHモデルの尖度と歪度
次に，実際のデータによって推定されたパラメータの値を使って
EGARCH（１，１）モデルによってシミュレーション・データを発生
させてみる。正規分布の場合は（α，β，γ，δ）＝（－０．０５，０．９５，－０．１６，
０．０９），t分布の場合は（α，β，γ，δ，ν）＝（－０．０５，０．９７，－０．１６，０．０８，
EGARCHモデルについて
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Table６：標本標準偏差と漸近標準偏差の比較
n＝３００，ν＝５ α β γ δ
母 数 －０．４ ０．４ －０．３ ０．５
推 定 値 －０．４０１９９ ０．３６９２８ －０．３０２３３ ０．４６６７６
標 本 標 準 偏 差 ０．０３３３３９ ０．０５６５５８ ０．０１２１６２ ０．０３３８７８
漸 近 標 準 偏 差 ０．００９５４０５ ０．０１９６８１ ０．００４２３８８ ０．００９０４８６
n＝１，０００，ν＝５ α β γ δ
母 数 －０．４ ０．４ －０．３ ０．５
推 定 値 －０．３６２０５ ０．３６０５０ －０．３０４３８ ０．４５５９３
標 本 標 準 偏 差 ０．００５２１００ ０．０１５１８８ ０．００３５３７４ ０．００６２６９２
漸 近 標 準 偏 差 ０．００３４９２４ ０．００６９６７３ ０．００１５８８６ ０．００３３９４９
n＝３００，ν＝９ α β γ δ
母 数 －０．４ ０．４ －０．３ ０．５
推 定 値 －０．３９８０１ ０．３９３７２ －０．２９７４１ ０．４９５６５
標 本 標 準 偏 差 ０．０１６２６８ ０．０４８７７２ ０．００９３８２９ ０．０２３４２８
漸 近 標 準 偏 差 ０．００６９３５６ ０．０１４８０４ ０．００２８５９２ ０．００６７５８５
n＝１，０００，ν＝９ α β γ δ
母 数 －０．４ ０．４ －０．３ ０．５
推 定 値 －０．３８６７７ ０．３８８６４ －０．３０１１５ ０．４８０７０
標 本 標 準 偏 差 ０．００４８６７０ ０．０１１３９１ ０．００２７０７８ ０．００７９２６０
漸 近 標 準 偏 差 ０．００１９６６２ ０．００３７３１８ ０．０００８０２１５ ０．００１９５１９
n＝３００，ν＝１６ α β γ δ
母 数 －０．４ ０．４ －０．３ ０．５
推 定 値 －０．３６３２３ ０．３９１４３ －０．３０５３７ ０．４３７４０
標 本 標 準 偏 差 ０．０１６２１６ ０．０４７７８９ ０．００８１４０２ ０．０１８７１９
漸 近 標 準 偏 差 ０．００５１９６７ ０．０１０６２３ ０．００１９７４０ ０．００５０８２０
n＝１，０００，ν＝１６ α β γ δ
母 数 －０．４ ０．４ －０．３ ０．５
推 定 値 －０．３９０７０ ０．３９９８７ －０．２９６１３ ０．４８２５７
標 本 標 準 偏 差 ０．００５９４２６ ０．０１１７０７ ０．００１９８８２ ０．００６７８０４
漸 近 標 準 偏 差 ０．００１６０４３ ０．００２９５１８ ０．０００６１７３７ ０．００１５９８０
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Table７：標本標準偏差と漸近標準偏差の比較
n＝３００，ν＝５ α β γ δ
母 数 －０．０５ ０．９７ －０．１６ ０．０８
推 定 値 －０．０３０３９７ ０．９５９５３ －０．１７４６２ ０．０５５８１１
標本標準偏差 ０．００１８９７０ ０．００１２４０４ ０．００２７４０７ ０．００３９６３４
漸近標準偏差 ０．０１１９６９ ０．０１８０３４ ０．００４５１８２ ０．００９４９７５
n＝１，０００，ν＝５ α β γ δ
母 数 －０．０５ ０．９７ －０．１６ ０．０８
推 定 値 －０．０４２５３７ ０．９６７７６ －０．１６４９７ ０．０７０５０１
標本標準偏差 ０．０００５６７９６ ９．４９３２e―００５ ０．０００７４８４９ ０．００１０６１１
漸近標準偏差 ０．００３９２１３ ０．００３９０１７ ０．００１５７６２ ０．００３３６９０
n＝３００，ν＝９ α β γ δ
母 数 －０．０５ ０．９７ －０．１６ ０．０８
推 定 値 －０．０３１２９９ ０．９６３５５ －０．１６６４７ ０．０５８９３９
標本標準偏差 ０．００１４７３３ ０．０００８２９１９ ０．００２０５５８ ０．００２９７７８
漸近標準偏差 ０．００９２８８９ ０．０１２８７３ ０．００２９６３３ ０．００６９５５１
n＝１，０００，ν＝９ α β γ δ
母 数 －０．０５ ０．９７ －０．１６ ０．０８
推 定 値 －０．０４３１６０ ０．９６９５４ －０．１５９０６ ０．０７１５４２
標本標準偏差 ０．０００６３１０７ ６．２１０９e―００５ ０．０００５３７６９ ０．００１１１１３
漸近標準偏差 ０．００２３６９７ ０．００２０５５４ ０．０００８２４８４ ０．００１９９９４
n＝３００，ν＝１６ α β γ δ
母 数 －０．０５ ０．９７ －０．１６ ０．０８
推 定 値 －０．０２３４１６ ０．９６２９１ －０．１６７９６ ０．０４９０６４
標本標準偏差 ０．００１６５９６ ０．０００５６７８０ ０．００１８９０１ ０．００３３１８５
漸近標準偏差 ０．００６３９９５ ０．００７２９０３ ０．００２０２１８ ０．００５１６９３
n＝１，０００，ν＝１６ α β γ δ
母 数 －０．０５ ０．９７ －０．１６ ０．０８
推 定 値 －０．０４０１７０ ０．９６９８９ －０．１５７３９ ０．０６７６０２
標本標準偏差 ０．０００６４３９４ ６．８９５８e―００５ ０．０００４２９６６ ０．００１１５７７
漸近標準偏差 ０．００１９０６８ ０．００１５２５０ ０．０００６２７４１ ０．００１６１９３
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Table８：標本標準偏差と漸近標準偏差の比較
α＝－０．４
ν n 推 定 値 標本標準偏差 漸近標準偏差
３００ －０．３８１２０ ０．０１４３２６ ０．００４７１３０
１００ １，０００ －０．４００８７ ０．００４９７７４ ０．００１４０５９
５，０００ －０．３９７９９ ０．０００５９６３４ ０．０００２８１１２
３００ －０．３６３２３ ０．０１６２１６ ０．００５１９６７
１６ １，０００ －０．３９０７０ ０．００５９４２６ ０．００１６０４３
５，０００ －０．３９７６２ ０．０００９７９９９ ０．０００３２５５５
３００ －０．３６２０５ ０．０１６２６８ ０．００６９３５６
９ １，０００ －０．３８６７７ ０．００４８６７０ ０．００１９６６２
５，０００ －０．４００１９ ０．００１１１８５ ０．０００３９２２９
３００ －０．４０１９９ ０．０３３３３９ ０．００９５４０５
５ １，０００ －０．３９４９８ ０．００５２１００ ０．００３４９２４
５，０００ －０．３９８０１ ０．００１２４４９ ０．０００７５１３６
α＝－０．０５
ν n 推 定 値 標本標準偏差 漸近標準偏差
３００ －０．０２１８３９ ０．００１９２４０ ０．００６２５２５
１００ １，０００ －０．０４０９４６ ０．０００５６０６２ ０．００１７２９１
５，０００ －０．０４９０５０ ０．００００７４９１７ ０．０００３２９７８
３００ －０．２３４１６ ０．００１６５９６ ０．００６３９９５
１６ １，０００ －０．０４０１７０ ０．０００６４３９４ ０．００１９０６８
５，０００ －０．０５０７７３ ０．０００１０５７３ ０．０００３７７３６
３００ －０．３１２９９ ０．００１４７３３ ０．００９２８８９
９ １，０００ －０．４３１６０ ０．０００６３１０７ ０．００２３６９７
５，０００ －０．０５０５７４ ０．０００１２５５７ ０．０００４４２０９
３００ －０．０３０３９７ ０．００１８９７０ ０．０１１９６９
５ １，０００ －０．０４２５３７ ０．０００５６７９６ ０．００３９２１３
５，０００ －０．０４８８００ ０．００００９２４７１ ０．０００８１２９０
千葉大学 経済研究 第２６巻第３号（２０１１年１２月）
（３２１） １４５
Figure４：推定値を使ってのデータの発生
１６）の値を用いた。標本のサイズは実際の標本サイズとなるべく近くな
るように６００を選択した。発生させたデータのグラフをFigure４に示し
ている。
実際のTOPIXのデータと発生させたデータのヒストグラムは
Figure５に示されている。実際のTOPIXのデータのヒストグラムは発
生させたデータのヒストグラムと似ているように見える。後のTable９
では尖度および歪度の計算を行うことでこの３者のデータを細かくみる
こととする。一方，モデルそのもの分布を知るためには，Figure５のよ
うな時系列だけでなく，i番目の時点を固定して一時点での分布に着目
することが必要となる。尖度や歪度を分布のモーメントより求めた時の
値はこちらの分布と比較したほうがよい。そこで，i番目の時点の分布
を調べるため，標本サイズn＝６００のデータを発生させて，その５００個目
のデータを抜き出した。これを６００回繰り返して生成したデータのヒス
トグラムをFigure６に示す。
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Figure５，６のようにEGARCHで発生させたデータが実際のデータの
特徴をどの程度とらえているかを調べるために，これらのデータの尖度
と歪度を比較してみることとする。尖度には正規分布が０となる定義を
採用した。尖度は，データの平均周りのi乗モーメントをμiとすると，
β２＝
μ４
μ２２
－３ 
によって計算される。一方歪度は，
β１／２１ ＝
μ３
μ３／２２

によって計算される。
実際のデータとシミュレーションによって発生させたデータの尖度と
歪度を計算して比較すると，Table９のようになる。
Table９をみると，実際のデータの値，シミュレーションの値は共に
Figure５：TOPIXのデータと発生させたデータFigure４のヒストグラム
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尖度が０より大きく，正規分布と比べて尖っていて裾が厚い分布となっ
ている点で共通している。また，歪度については，t分布を用いた時に
実際のTOPIXデータと同様に負の値をとることが確認された。
また，He et al. （２００２）によると，誤差項に正規分布を仮定した
EGARCHモデルの尖度が
β２＝３exp｛（δ＋γ）
２
１－β２｝
Figure６：５００番目のデータのヒストグラムの比較
Table９：Figure５の尖度，歪度の比較
尖 度 歪 度
TOPIX １．２５５４ －０．３９４２７
正規分布 １．５４９８ ０．０７７３６
t 分 布 １．５３０４ －０．１３８７５
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Table１０：Figure６の尖度，歪度の比較
尖 度 歪 度
式の尖度 １．２５９７５ ―
正 規 分 布 １．１４０９ ０．０１３６０
t 分 布 １．４０２６ ０．１４６２４
×Π∞i＝１
Φ（２βi－１（δ＋γ））＋exp｛－８β２（i－１）δγ｝Φ（２βi－１（δ－γ））
［Φ（βi－１（δ＋γ））＋exp｛－２β２（i－１）δγ｝Φ（βi－１（δ－γ））］２
－３，
によって計算できることが示されている。なお，Φ（・）は標準正規分
布の分布関数である。これはモデルから生成された分布自体の尖度なの
で，比較はFigure６のデータに対して行う。結果はTable１０のように
なった。
Figure６の尖度と歪度はTable１０のようになっている。He et al.
（２００２）から得られた式の尖度と正規分布の場合の尖度は近い値になっ
ており，シミュレーションの精度が確認された。
５ 結び
本稿では，GARCH型モデルによる金融時系列のパラメータ推定と，
特にEGARCHモデルによるシミュレーションを行った。実証分析の結
果，やはりボラティリティの非対称性をとらえることができる
EGARCHモデルの方が，通常のGARCHモデルよりも良い推定のパ
フォーマンスを見せることがわかった。そして誤差項に正規分布を仮定
した場合とt分布を仮定した場合では，t分布を仮定したときの方が当て
はまりがいいこともわかった。一方で，ボラティリティに長期記憶性を
仮定したFIEGARCHモデルも良い結果を得ることが出来た。本稿では
FIEGARCHモデルは参考にとどめたが，研究の余地のある有用なモデ
ルであるといえよう。
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シミュレーションについては，標本サイズ３００の場合は正規分布，t分
布の場合ともに真のパラメータに近い値を推定することが出来ていた。
標本サイズが１００の場合には，Deb（１９９６）の場合と同様に，β，δの推
定値については絶対値にして下方のバイアスが発生しており，その傾向
は標本サイズが３００になっても変わらないが値としては小さくなる。
EGARCHモデルを実際にデータに当てはめて推定するには，標本サイ
ズが１００では少し小さいと考えられる。今回のシミュレーションはデー
タの標本サイズが１００と３００であったが，より標本サイズを大きくすれば
推定の精度が増すことが予想される。推定結果をもとに発生させたシ
ミュレーションデータについては，尖度を比較すると実際のデータとシ
ミュレーションデータの値が近い値になり，正規分布よりも裾が厚く
なっている分布となっている点で一致しており，実際のデータの特徴の
一部をとらえることが出来ていたと考えられる。
今回対象としたTOPIXのデータはリーマンショック以後を含まない
ものであった。世界的な金融危機が起こった時のデータを用いれば，ま
た違った結果が生まれると推察される。
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Summary
EGARCH Model and its Application
Haruhisa NISHINO, Shun OHTSURU
This paper considers the EGARCH（exponential GARCH）model,
which is one of the conditional heteroscedastic models. The EGARCH
model allows for asymmetric effects between positive and negative as-
set returns. First, with the daily return data of TOPIX used, the paper
estimates parameters of EGARCH models and comparing them with
other GARCH models by AIC. Next, the paper conducts a simulation
study to compare biases and RMSEs for different sample sizes, and
moreover calculates kurtosis and skewness using the TOPIX data and
the simulated data.
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